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DMT rozwiqzuje problem decyzyjny m przy
kodowaniu e w co najwyzej wielomianowym
czasie, jesli dla wszystkich tancuchow wejsciowych
x(I) takich, ze IeD,, zatrzymuje sie po czasie
dziatania t < p(|x(1)|) dla kazdego x(I) i pewnego
wielomianu p, oraz konczy obliczenia w stanie q,,, dle
wszystkich x(I) takich, ze I€Y, i tylko dla nich.
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NDMT rozwigzuje problem decyzyjny o, jesli dla kazdej
instancji IeD,, sg spetnione warunki:

« Jesli odpowiedz dla I brzmi ,,tak”, to zostanie
wygenerowany tancuch S, ktory wraz z x(I) spowoduje,
ze po wykonaniu programu przez NDMT maszyna ta
osiggnie stan koncowy g;4« ,

« Jesli odpowiedz dla I brzmi ,,nie”, to dla kazdego
wygenerowanego tancucha S albo NDMT osiggnie stan
koncowy ¢,;., albo etap sprawdzania nie zostanie
zakonczony.
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NDMT rozwigzuje problem decyzyjny mw (co
najwyzej) wielomianowym czasie, jesli dla kazdej
instancji IeD,,, dla ktorej odpowiedz brzmi ,tak”,
zostanie wygenerowany taki tancuch S, ze czas
wykonania etapow zgadywania i sprawdzania
zakonczonego odpowiedzig ,,tak” przez NDMT (dla

[ oraz S) jest O (p(N(I))) dla pewnego wielomianu
D .
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Klase P tworza wszystkie problemy decyzyjne, ktore w co najwyzej
wielomianowym czasie moze rozwigzac DMT.

Klasa NP zawiera wszystkie problemy decyzyjne, ktore w co najwyzej
wielomianowym czasie moze rozwigzac NDMT.

P S NP

Ze wzgledu na wiele lat nieudanych prob udowodnienia relacji P = NP,
jest prawie pewne, ze:
Pc NP

(jest prawie pewne, ze P jest wtasciwg podklasg klasy NP).

Jednak czy P ¢ NP jest problemem otwartym. ?
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Intuicyjne pojmowanie klas P i NP

Klasa P zawiera te wszystkie problemy decyzyjne, dla
ktorych znaleziono wielomianowe algorytmy ich
rozwigzania.

Klasa NP zawiera te wszystkie problemy decyzyjne, dla
ktorych znaleziono ponadwielomianowe algorytmy ich
rozwigzania (w wielomianowym czasie mozna odgadnac
rozwigzanie i sprawdzic czy to rozwigzanie daje odpowiedz
“tak").
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e Pytanie, czy problemy NP-zupetne mozna
rozwigzywac w czasie wielomianowym, jest
najwieksza zagadka informatyki teoretycznej.

e Problem P = NP czy P # NP jest problemem
otwartym umieszczonym na liscie Problemow
milenijnych.
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e Problemy milenijne (ang. Millennium Prize
Problems) - zestaw siedmiu zagadnien
matematycznych ogtoszonych przez Instytut
matematyczny Claya 24 maja 2000 roku.

e /a rozwigzanie kazdego z nich wyznaczono
milion dolarow nagrody.

o Do dzis rozwigzano tylko jeden: hipoteza
Poincarego zostata potwierdzona w 2006 przez
rosyjskiego matematyka Grigorija Perelmana.
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Transformacjq wielomianowq problemu m, do
problemu m; (n,x m,) jest funkcja f: D, — D,
spetniajgca warunki:

1. Dla kazdej instancji I,eD,, odpowiedz brzmi
,wtak”, wtedy i tylko wtedy, gdy dla instancji f(l,)
odpowiedz rowniez jest ,,tak”,

2. Czas obliczenia funkcji f przez DMT dla kazdej
instancji I,eD,, jest ograniczony od gory przez
wielomian od N(I,).
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Wtasnosci transformacji wielomianowej

Lemat 1 Transformacja wielomianowa jest przechodnia,
tzn. jesli my< my i m3x 1y, tO T3 4.

Lemat 2 Jezeli m,x m; i m;eNP, to m,eNP.
Lemat 3 Jezeli my,x my i —m,eNP, to —meNP.

Wniosek Jezeli m,x m,, to problem m; jest co najmniej
tak trudny jak m,.
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Problem decyzyjny m, jest nazywany NP-zupetnym, jesli:
1. m,eNP,

2. Dla kazdego innego problemu decyzyjnego m,eNP jest
T, X TTq.

Zatem, jesli istniatby algorytm wielomianowy do rozwigzywania
jakiegokolwiek problemu NP-zupetnego, to kazdy problem z klasy
NP (w tym rowniez problemy NP-zupetne) mogtby byc rozwigzany za
pomoca algorytmu wielomianowego.

Z bezskutecznosci poszukiwan algorytmu wielomianowego dla
ktoregokolwiek problemu NP-zupetnego wynika, ze prawie na
pewno wszystkie problemy NP-zupetne mozna rozwigzac tylko przy
uzyciu algorytmow ponadwielomianowych.
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WhnioskKi

1. Klasa problemow NP-zupetnych zawiera problemy réwnowazne
wielomianowo, tzn. jesli m; jest NP-zupetny i m, jest NP-zupetny, to
Mo X1y 1 T XTT,.

2. Klasa problemow NP-zupetnych zawarta jest w klasie NP.

3. Jesli dla pewnego problemu NP-zupetnego istnieje wielomianowy
algorytm rozwiazania, to wszystkie problemy NP-zupetne sg
rozwigzywalne w czasie wielomianowym.

4. Klasa problemow NP-zupetnych zawiera najtrudniejsze problemy z
klasy NP.
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Podsumowanie

P - klasa problemow rozwiazywalnych w czasie
wielomianowym.

NP - klasa problemow nie rozwiazywalnych w czasie
wielomianowym.

Problemy otwarte to takie, dla ktorych nie znaleziono
algorytmu wielomianowego rozwigzania ani nie wykazano
NP-zupetnosci.
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Problem decyzyjny m, jest nazywany NP-zupetnym, jesli:
1. meNP,
2. Dla kazdego innego problemu decyzyjnego m,eNP jest

Zatem, jesli istniatby algorytm wielomianowy do rozwigzywania
jakiegokolwiek problemu NP-zupetnego, to kazdy problem z klasy
NP (w tym rowniez problemy NP-zupetne) mogtby byc¢ rozwigzany za
pomoca algorytmu wielomianowego czyli NP = P.

Z bezskutecznosci poszukiwan algorytmu wielomianowego dla
ktoregokolwiek problemu NP-zupetnego (chyba NP + P) wynika, ze
prawie na pewno wszystkie problemy NP-zupetne mozna
rozwigzac tylko przy uzyciu algorytmoéw ponadwielomianowych.
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Jak wykazac

2. Dla kazdego innego problemu decyzyjnego
m,eNP jest m,x 1.
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Niech , bedzie dowolnym problemem NP-zupetnym.

Zatem kazdy problem m; € NP mozna przetransformowac
wielomianowo w m, tzn. m; «< m, (z definicji).

Zatozmy, ze wykazemy 1, 1,

Stad z przechodniosci relacji « mamy

(7T3 X Ty A 7T20C 7T1)$ T3 X 1
wykazemy, ze kazdy problem w3 € NP mozna przetransformowac
wielomianowo w ;.

Wystarczy wykazaé, ze m,x mq .
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Do udowodnienia NP-zupetnosci problemu decyzyjnego
wystarczy:

1. Dowiesc, ze meNP,

2. Przetransformowac wielomianowo dowolny znany
problem NP-zupetny do problemu .

W celu zbadania ztozonosci obliczeniowej danego problemu,
staramy sie znalezc dla niego optymalny deterministyczny algorytm
wielomianowy lub wykazac trudnosc tego problemu. Aby wykazac
trudnosc, wystarczy udowodnic NP-zupetnosc.

Do klasy problemow NP-zupetnych naleza najtrudniejsze problemy
klasy NP.
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Fundamentalne dla teorii ztozonosci
obliczeniowej jest Twierdzenie Cook’a,
ktore wskazuje pewien problem jako NP-
zupetny.

Twierdzenie Cook’a

Problem spetnialnosci wyrazen logicznych
jest NP-zupetny.
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Problemami NP-zupetnymi sa:

e Problem podziatu,
e Problem komiwojazera,
e Problem cyklu Hamiltona.
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Twierdzenie
Problem plecakowy jest NP-zupetny.

Cel:

Udowodnic NP-zupetnosc problemu plecakowego
poprzez wielomianowg transformacje problemu
nodziatu, ktory jest NP-zupetny, do plecakowego.
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Problem podziatu zbioru

Dane:
e C={cy,..,Cj...,C} - zbiOr k elementow,
e Rozmiar s(c;) >0 elementu c;, gdzie s(c;) € N, , N, =
{1,2,...},
e BEN,,
° Z{'c=1 s(c;) = 2B.
Pytanie:
Czy istnieje podzbior ¢’ c C taki, ze
ZciEC’ s(c;) =B?



Politechnika Wroctawska

Problem plecakowy - wersja decyzyjna

Dane:

Skonczony zbior elementow A4 = {ay, a,, ...,a,}.

Rozmiar s(a;) >0 i waga w(a;) >0 elementu a; .
Pojemnosc plecaka b >0 i stata y > 0.

Zadanie:

Czy istnieje podzbior A’ c A taki, ze:

Z s(a;)) < b
a;eAr

ZaiEAr W(ai) = y ?
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Dowéd, ze Problem plecakowy t; € NP

Aby rozwiazac instancje (konkretny problem) I €
1, NDMT musi wygenerowac podzbior A’ c A4 i
sprawdzic w co najwyzej wielomianowym czasie,
czy odpowiedz dla tego problemu brzmi ,,tak”.
Nalezy sprawdzic¢ nierownosci

z s(a;)) <b
a;eAr

> wa) =y

a;EAr
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Dowédd, ze Problem plecakowy i, € NP
NDMT dla Problemu plecakowego

Modut

zgadujacy

Gtowica

zapisujaca \

Sterowanie

Gtowica

odczytujgco-zapisujgca

tan
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|cucl

Dal
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tancuch S - liczba binarna, ktorej

-3 -2 -1 01 2 3 4

i-ta pozycja wskazuje czy i-ty
element zbioru A nalezy do

wygenerowanego rozwigzania A’

Dane wejsciowe

TlI_IS(al)I_I |_|S(an)|_|
W(a1)|_| . |_|W(an) |_|b|_|y



Dowéd, ze Problem plecakowy m; € NP

nl_IS(Cll)I_I...I_IS(Cln)I_IW(Cll)I_I...I_IW%Cln)I_IbI_Iy

o loganl +1+ )~ (Ilog>s(a)] + 1)
+ Y ([logaw(@)] +1) + [(logzbl + 1+ [(logz
[x] - najmniejsza liczba catkowita nie mniejsza niz x

N(I)

< (2n + 3)(llogomax({n, {s(a): (T}, fw(a): (Tn}}, by}l + 1)

1. Zgadniecie rozwigzania to wygenerowanie ciggu n bitow.

2. Do sprawdzania nierownosci: ¥,.c4,s(a;) < b,
aearw(a;) =y wystarcza 2[|A’'| — 2 < 2n operacji
dodawania i 2 operacje porownania.




Dowéd, ze Problem plecakowy m; € NP

Do sprawdzania nierownosci: Y,.c4, s(a;) < b,

ZaiEAIW(ai) =y

wystarcza 2|A’'| — 2 < 2n operacji dodawania i 2 operacje
porownania.

Operacje porownania i dodawania dwoch liczb b; i b, DTM
moze wykonac w czasie wielomianowym zaleznym od

[(log2b1] 1 [(logzb,].

Zatem ztozonosc weryfikacji odgadnietego rozwigzania jest
ograniczona od gory przez wielomian p(N(I)) czyli m; € NP.
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Dowod, ze Problem podziatu m, < 14

Problem podziatu m, jest NP-zupetny

Dla instancji I,eD,, konstruujemy instancje I,eD, taka, ze:
n =k,
wzajemnie jednoznaczne przyporzadkowanie g(c;) = a;,
s(a;) = s(c;) dla ie{1,n},
w(a;) = s(c;) dla ie{1,n},
b=y =B.
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Transformacjq wielomianowq problemu m, do
problemu m; (n,x m,) jest funkcja f: D, — D,
spetniajgca warunki:

1. Dla kazdej instancji I,eD,, odpowiedz brzmi
,wtak”, wtedy i tylko wtedy, gdy dla instancji f(l,)
odpowiedz rowniez jest ,,tak”,

2. Czas obliczenia funkcji f przez DMT dla kazdej
instancji I,eD,, jest ograniczony od gory przez
wielomian od N(I,).
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Dowod, ze Problem podziatu m, « 14

1. Dowad, Ze dla kazdej instancji I,eD,,, odpowiedz brzmi
,wtak”, wtedy i tylko wtedy, gdy dla instancji I; € m,
odpowiedz rowniez jest ,tak”.

Niech odpowiedz dla I; € m; brzmi ,,tak”. Zatem istnieje

A" c Ataki, ze: YgeaS(a;) < b, Ygeaw(a;) =y . Poniewaz
s(a;) = w(ay)=s(c;) dla ie{l,n}orazb =y = B, a wiec dla
zbioru C' = {Ci: C; =
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owod, ze Problem podziatu m, « m,

1. Dowod, ze dla kazdej instancji I,eD,, odpowiedz brzmi
owtak”, wtedy i tylko wtedy, gdy dla instancji I; € m,
odpowiedz rowniez jest ,tak”.

Niech odpowiedz dla I;eD, brzmi ,tak”. Zatem istnieje C' c C
taki, ze: ZCiEC, s(c;) = B. Poniewaz

s(a;) = w(a;)=s(c;) dla ie{1,n} oraz b = y = B, a wiec dla
zbioru A" = {a;:a; = s(c;)nc;eC’ } prawdziwe jest
> stay= ) wla)=b=y
a;eAr d.EAr

7atem dla instancii .= f(1.) I.€ 7. odbpowiedz brzmi tak”.



Politechnika Wroctawska

Dowod, ze Problem podziatu m, « 14

2. Czas obliczenia funkcji f przez DMT dla kazdej instancji
I,eD,, jest ograniczony od gory przez wielomian
od N(I,).

Czas konstrukcji danych I,eD,, jest ograniczony od gory
przez wielomian od rozmiaru I,eD,,, poniewaz DMT musi
przepisac 2n + 3 liczb.
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W celu wykazania NP-zupetnosci problemu m; nalezy:
Pokazac, ze m; € NP,
Wybrac odpowiedni NP-zupetny problem 7,
Skonstruowac transformacje f:D,, — D,
Pokazac, ze f jest obliczana w czasie wielomianowym,
Pokazac, ze:

Jesli odpowiedz dla I;eD,, brzmi ,tak”, to

U9 AN W N =

dla instancji I,eD,, odpowiedz brzmi ,tak”,
(ew. dowod nie wprost).
6. Pokazac, ze:
Jesli odpowiedz dla I,eD,, brzmi ,tak”, to
dla instancji I,eD, odpowiedz brzmi ,tak”
Zwykle najtrudniejsze sg punkty 2. i 6.
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Problem optymalizacyjny jest NP-trudny, jesli
odpowiadajacy mu problem decyzyjny jest NP-zupetny.

NP-zupetny ang. NP-complete
NP-trudny ang. NP-hard

Aby wykazac NP-trudnosc problemu optymalizacyjnego
nalezy udowodnic NP-zupetnosc jego wersji decyzyjnej.
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Zasadnicze techniki dowodzenia NP-zupetnosci
problemow decyzyjnych:

e Ograniczanie,
o Lokalna zamiana,
« Projektowanie czesci sktadowych.

Ktora z technik zastosowano dowodzac NP-zupetnosci
Problemu plecakowego poprzez przetransformowanie
do niego Problemu podziatu?



